Efecto del nimero de réplicas y nimero de tratamientos con distribucién no
normal en la potencia de pruebas de normalidad

Manrique Camacho Pochet!, Amanda Cedefio Guzman?, Ivdn Daniel Rodriguez Cruz'? y
Marie Sofia Villalobos Martinez!

manrigue.camacho@ucr.ac.cr, amanda.cedeno@ucr.ac.cr, ivan.rodriguezcruz@ucr.ac.cr y

marie.villalobos@ucr.ac.cr

RESUMEN

En el contexto de la regresién lineal y los modelos experimentales, uno de los supuestos
fundamentales radica en que los residuos se distribuyan de forma normal. De esta forma, se llevo a
cabo una simulacién con el propdsito de analizar el impacto de las distribuciones asimétricas
positivas en los valores residuales de un modelo experimental. Por consiguiente, se evalud la
potencia de las pruebas de bondad de ajuste para verificar el supuesto de normalidad de los
residuos. Al realizar el presente analisis se emplearon tanto pruebas paramétricas como no
paramétricas (Shapiro-Wilks, Jarque-Bera y Kolmogorov-Smirnov-Lilliefors, respectivamente) con
distinta cantidad de réplicas y haciendo uso de diversos nimeros de distribuciones asimétricas
exponenciales con un determinado parametro § y mediante diez mil iteraciones. Los resultados
muestran que de forma integra la prueba de Shapiro-Wilks en los multiples escenarios obtuvo una
potencia superior a las demds. En cuanto a los tamafios muestrales, se encontré que, a mayor
tamafio de muestra, mayor potencia; de la misma forma, entre mas cantidad de tratamientos con
distribucidon exponencial, se obtiene una potencia de la prueba mas alta. Ademas, la prueba no
paramétrica de Kolmogorov-Smirnov con correccion de Lilliefors es la que denotd un menor
rendimiento en comparacién con las otras dos pruebas a través del estudio.

PALABRAS CLAVE: Simulacidn, valores residuales, distribucién exponencial, pruebas de
bondad de ajuste.

INTRODUCCION

Al momento de ajustar un modelo lineal uno de los inconvenientes que generalmente se
presenta es la falta de normalidad de los residuos, es decir, ocurre un incumplimiento del supuesto
de normalidad. Dicha suposicién es considerada por muchos criticos en el drea como una de las
premisas mas relevantes debido a su importancia al interpretar y hacer inferencias validas
(estimacion puntual, intervalos de confianza, etc.) sobre los datos que se analizan (Thadewald y
Blining, 2007).

Por consiguiente, las pruebas de bondad de ajuste han sido una herramienta primordial,
junto al analisis grafico, por ejemplo, los graficos de Q-Q plot o los histogramas, que funcionan para
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poder contrastar la hipétesis nula de que la distribucién de los residuos de los datos proviene de una
distribucidn normal (esta hipotesis estad contenida en la expresion (2)).

En consecuencia, una practica comun para verificar el cumplimiento de este supuesto es
efectuar estudios de simulacion con el fin de analizar cémo afecta, p. €j., el comportamiento de
distintas distribuciones asimétricas positivas (como la distribucién Exponencial, Gamma, Weibull,
entre otras) al cdlculo de la potencia de la prueba (Nosakhare y Bright, 2017). Para contrastar las
hipdtesis se llevardn a cabo diferentes pruebas de normalidad. Asimismo, se pueden encontrar
estudios de simulacién que se centran en probar si determinantes como los valores extremos (Coin,
2008; Ventura-Ledn et al., 2022), la falta de homocedasticidad (Mak, 2000), la comparacién de
pruebas de bondad ajuste (paramétricas y no paramétricas) (Thadewald y Blining, 2007) o el tamafio
de la muestra (Dufour et al., 1998) tienen influencia al tomar la decisidn de rechazar o no la hipétesis
del supuesto de normalidad de los residuos previamente mencionado.

De esta forma, para poder analizar el cumplimiento del supuesto de normalidad existen una
diversidad de prueba que desde distintos marcos metodoldgicos (paramétricos y no paramétricos)
logran, en menor o mayor medida, una respuesta para precisar si los residuos de un determinado
conjunto de datos se distribuyen o no de forma normal. Entre las pruebas de bondad de ajuste mas
comunes se encuentran las pruebas Shapiro-Wilks (SW) (Shapiro y Wilk, 1965), la prueba de
Kolmogorov-Smirnov con la correccién Lilliefors (K S;) (Gross y Ligges, 2015) y la prueba robusta de
Jarque-Bera (JB) (Jarque y Bera, 1980), entre muchas otras mas. Sin embargo, las pruebas de
bondad de ajuste varian en términos de las caracteristicas que utilizan para analizar los conjuntos de
datos. Algunas pruebas consideran la asimetria y la curtosis, mientras que otras se centran en la
funcién de distribucién o la relacion lineal entre la variable y la variable normal estandar. Esta
diversidad permite evaluar diferentes aspectos de la distribucién (Mohd Razali y Yap, 2011, pp. 21—
22).

En suma, este estudio hara hincapié en analizar el impacto de las distribuciones asimétricas
positivas en los valores residuales de un modelo experimental, el cual contara con dos factores y un
efecto de interaccidn entre ellos al evaluar la potencia de las pruebas de bondad de ajuste para
verificar el supuesto de normalidad de los residuos. En concreto, se indagara como la distribucion
exponencial con pardmetro 8 en cada tratamiento afecta la capacidad de la prueba para detectar la
falta de normalidad en los residuos.

METODOLOGIA

Para poder llevar a cabo el estudio de simulacién vinculado al tema propuesto, es necesario
establecer previamente una serie de conceptos basicos relacionados con los estadisticos utilizados
en las pruebas de bondad de ajuste que fueron empleadas, asi como otros términos relevantes para
el objetivo de este trabajo. En la seccion de Simulacién se explicara mas al por menor cémo se creé
y se trabajé la simulacién propuesta.



Supuesto de normalidad

En disefios experimentales un modelo lineal se puede expresar tal que

Yij = bkt Tt & (1)

Donde sij~N(0,02) y Yij~N(y,02). Es decir, la distribucion condicional de la variable
respuesta bajo cada tratamiento sigue una distribucién normal, y todas las distribuciones
condicionales de la respuesta bajo los tratamientos cuentan con la misma varianza. Cabe denotar
gue este supuesto se asocia teéricamente al Teorema del Limite Central.

Al tener en cuenta que ¢;; y Y;; deben distribuirse normalmente, entonces el supuesto de
normalidad de los residuos es fundamental debido a que cualquier funcién lineal de variables
distribuidas normalmente también seguird una distribucion normal (Gujarati y Porter, 2010, p. 99).
Igualmente, al suponer normalidad los estimadores de Minimos Cuadrados Ordinarios o MCO se van
a comportar como EIVM (Estimador Insesgado de Varianza Minima) y son consistentes (cuandon —
oo |os estimadores cada vez se acercan mas al valor verdadero del pardmetro).

Figura 1l

Densidad (izquierda) y grdfico Q-Q (derecha) de los residuos de un modelo lineal, estos datos se
distribuyen aproximadamente normal.
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Nota. Elaboracién propia con datos de la base quakes presente en el paquete datasets (version 3.6.2)
enR (4.3.1).

Sin embargo, suponer normalidad de los residuos muchas veces es muy complicado debido
a la naturaleza de los datos, en resultado existen ciertas pruebas de bondad de ajuste que analizan
el supuesto asociado a que los residuos se distribuyen normalmente. Ademas, para (Dufour et al.,
1998) dicho supuesto supone una seguridad estadistica al momento de inferir y generar intervalos
de confianza para responder a los objetivos de investigacion.

Hipotesis de normalidad

Al momento de evaluar el cumplimiento de un test que analice el supuesto de normalidad
se debe tener en cuenta que se estd contrastando la siguiente hipétesis:


https://www.rdocumentation.org/packages/datasets/versions/3.6.2/topics/quakes
https://www.rdocumentation.org/packages/datasets/versions/3.6.2/topics/quakes

Hy: Los residuos se distribuyen normal.

(2)

H;: Los residuos no se distribuyen normal.

Con este contraste, las pruebas de bondad de ajuste que se describirdn en el siguiente
apartado se centran para poder determinar un estadistico y una probabilidad asociada a él, la cual
hara valida o no esta hipodtesis referente a la distribucion de los datos.

Pruebas de bondad de ajuste
Shapiro-Wilks

El test de normalidad de Shapiro-Wilks se emplea para evaluar la hipdtesis de si una muestra
especifica n proviene de una distribucion normal (Shapiro y Wilk, 1965). El estadistico asociado W
esta expresado por la siguiente formula:

2
b2 (Z?z/f aix;)
SR (- 0)?

w (3)

Donde a; es una serie de pesos establecidos en el trabajo original de Shapiro-Willks. Los
pesos se calcularon a partir de los cuantilos de una distribucién tedrica estadistica. Ademas, el
denominador del estadistico W corresponde a la férmula que toma la varianza, y los x;, segun los
autores originales, deben estar ordenado de forma descendente. El test de Shapiro-Wilk es mas
sensible a tamafios de muestra mas grandes (3 < n < 5000) (Mohd Razali y Yap, 2011, p. 25),

pero también se comporta bien para muestras de tamafio n < 20 (Shapiro y Wilk, 1965, p. 602).

Jarque-Bera

La prueba de bondad de ajuste Jarque-Bera se basa en una estimacion conjunta entre los
coeficientes de asimetria y curtosis. Segun (Thadewald y Biining, 2007) el estadistico /B esta dado
por la siguiente expresion:

n (K — 3)?
B=—|S?+—=— 4
JB =< [ 7 (4)
donde la asimetria de la muestra utilizada esta dada por §% = ﬁﬁsiz que es un estimador de f; = %
2 2

y la curtosis de la muestraes K = Z—‘; corresponde a un estimador de 8, = %; los valores de, donde
2 2

Uz, U3 Y Uy SON el segundo, tercer y cuarto momento central estimados de la siguiente forma:
n
f 12( ¥) j=234
P=— X, — X = 2,34.
Hj N4 ’ i ]
=

Por otro lado, el estadistico ]B~sz) (Thadewald y Biining, 2007, p. 91). Esto implica que la

hipotesis H, contenida en la ecuacién (2) se rechaza si el estadistico /B es mayor o igual a un cuantil
Chi-cuadrado con 2 grados de libertad:

JB 2 X8 1-a)



Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov)

El test esta basado en la prueba de Kolmogorov-Smirnov, pero depende de conocer los
valores de los parametros de la distribucidn. Esto puede ser complejo, ya que a menudo es necesario
estimar la media y la varianza a partir de una muestra. En casos asi se pueden estimar desde una
muestra que sea representativa y aleatoria (Mohd Razali y Yap, 2011, p. 23). De esta forma, el
estadistico de prueba (KS; = D) se define como la maxima diferencia absoluta entre la CDF
(funcién de distribucidon acumulada) empirica y la CDF hipotética. En otras palabras, el estadistico D
tiene la siguiente expresion:

D =max(D*,D7) (5)

Donde,

(-1

n

i=1,..n

i
* = mix |=——n,; - = A D~
D* = max [n P(l)] y D= max [p(‘)

En este caso pp) = @ [(x(i) - f)] Siendo @ la funcién de distribucion acumulada de una
distribucidon normal estandar en donde x y s son la media y la varianza, respectivamente (Gross y
Ligges, 2015). Ademas, n representa el tamafio de la muestra.

Potencia de la prueba

Segun (Chou-Chen, 2023) la potencia de la prueba se refiere a la probabilidad de rechazar la
hipdtesis nula cuando la hipdtesis alternativa es cierta. Es decir, en un espacio paramétrico Q
segmentado en dos subconjuntos € y ; de un parametro 6. El Error Tipo | @(8) se define tal que:

a(6) = P(rechazar H, cuando es cierta) = P(X € RCs|6 € Q,) = Potencia(6|0 € Q)
Donde RCs es una zona de rechazo del contraste dado un 8 € (1.

Y, por ende, también se puede definir el Error Tipo Il que corresponde a no aceptar H,
cuando en verdad es falsa. En otras palabras:

B(8) = P(X € RC§|0 € Qy) = 1 — Potencia(6|6 € Q,)

De esta forma, este enfoque de simulacién (realizado en la versidn 4.3.1 de R)? basado en
multiples iteraciones permitié evaluar la potencia de las pruebas de normalidad en diferentes
escenarios y obtener una estimacion fehaciente de su desempefio. Al almacenar los resultados en
vectores separados, se pudo analizar y comparar la potencia de cada prueba de manera individual
en funcién de los diferentes casos de distribucién analizados.

3 Se usaron ciertas librerias como: tidyverse (2.0.0), stats (4.4.0), tsoutliers (0.6-8), nortest (1.0-4), entre otras.
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SIMULACION

Primeramente, en este estudio se utilizd el método de Montecarlo para evaluar la potencia
de la prueba de Shapiro-Wilks, Jarque-Bera y Kolmogorov-Smirnov con correccion de Lilliefors.
Ademas, para poder examinar el efecto del nimero de réplicas y nimero de tratamientos con
distribucidn no normal en la potencia de pruebas de normalidad, se debid tener en cuenta los
siguientes aspectos.

Por ende, se planted un modelo experimental con dos factores A (factor de disefio) y B
(factor de no disefio) cada uno con tres niveles y un efecto de interaccién entre ellos dos. Por ende,
la expresion que tomod este modelo fue la siguiente:

Hij = p+a; + B+ (aB)y; (6)
Donde,
1. u:media general.
2. a;: efecto del factor de disefio, i = 1,2,3.
3. [)’j: efecto del factor de no disefio, j = 1,2,3.
4. (ap)j: efecto de interaccion entre el factor de disefio y el factor de no disefio.

Este modelo se tomd como sugerencia del modelo experimental realizado por (Rodriguez
Cruz et al., 2023).

Después de plantear el modelo, es de interés analizar el efecto del numero de réplicas y la
cantidad de tratamientos con distribucidn no normal en la potencia de las pruebas de normalidad.
Para ello, se generaron numeros aleatorios para cada tratamiento, donde la cantidad de nimeros
generados corresponde al niumero de réplicas especificado para ese tratamiento. Los numeros
dentro de cada tratamiento se generaron siguiendo una distribucién normal con media u y varianza
fija de 4, o una distribucién exponencial con pardmetro f§ =2 (para poseer presencia de
homocedasticidad), dependiendo del tratamiento.

Ademas, se realizaron diferentes casos donde se modificé de forma aleatoria la cantidad de
tratamientos que en primera instancia se distribuian normal por tratamientos que se distribuian de
forma exponencial, hasta llegar a un total de 9 tratamientos con distribucién no normal. Los datos
utilizados en el andlisis se obtienen de estos casos generados aleatoriamente. Cada tratamiento que
provenia de una distribucién normal tenia su propio valor de u (Rodriguez Cruz et al., 2023). Estos
valores fueron los siguientes:

tij = (11, H12, H13, H21, H22, M23, B31, B32, M33) = (4,6,2,3,4,3,6,5,4)

Seguidamente, se prefirié un enfoque balanceado en el cual todos los tratamientos cuentan
con la misma cantidad de réplicas. Esto implica que se asigna la misma cantidad de observaciones a
cada tratamiento, independientemente de la distribucién del tratamiento. Al mantener un disefio
balanceado, se busca asegurar una comparacién equitativa entre los tratamientos y minimizar
cualquier sesgo potencial introducido por una distribucién desigual de réplicas y solo enfocarse en



el tépico de normalidad de los residuos. En consecuencia, para analizar la influencia de los tamafios
de réplica, se tomaron en cuenta cuatro valores:*

r =5,10,15,20

Por lo tanto, se analizaron 36 escenarios por prueba de normalidad donde se calculd la
potencia de la prueba con el mismo escenario para las tres (Shapiro-Wilks, Jarque-Bera y KS-
Lilliefors); considere la siguiente tabla que muestra los casos.

Tabla 1
Cantidad de escenarios para las pruebas de bondad de ajuste (SW,JB,KS}).

Distribuciones de tratamientos Numero de réplicas (1)
8 tratamientos con distribucién N(u, 4) y 1 tratamiento Exp(2) 5 10 15 20
7 tratamientos con distribucion N(u, 4) y 2 tratamiento Exp(2) 5 10 15 20
6 tratamientos con distribucion N(u, 4) y 3 tratamiento Exp(2) 5 10 15 20
5 tratamientos con distribucion N(u, 4) y 4 tratamiento Exp(2) 5 10 15 20
4 tratamientos con distribucion N(u, 4) y 5 tratamiento Exp(2) 5 10 15 20
3 tratamientos con distribucion N(u, 4) y 6 tratamiento Exp(2) 5 10 15 20
2 tratamientos con distribucion N(u, 4) y 7 tratamiento Exp(2) 5 10 15 20
1 tratamientos con distribucion N (u, 4) y 8 tratamiento Exp(2) 5 10 15 20
0 tratamientos con distribucion N(u, 4) y 9 tratamiento Exp(2) 5 10 15 20

Nota. La expresion Exp(2) hace referencia a una distribucién Exponencial con parametro = 2.

Teniendo los escenarios definidos, se cred una funcién con el objetivo de calcular los valores
residuales del modelo ajustado, ecuacidn (6). En ella se generan los valores aleatorios de cada
tratamiento dependiendo del caso en el cual se encontraba. Luego, se crearon los factores A y B,
cada uno con tres niveles. Posteriormente, se ajustd el modelo citado anteriormente, y se calcularon
los valores residuales de él.

Dado esto, se estimd la proporcién de veces que cada prueba de normalidad rechazé
correctamente la hipétesis nula. Es decir, se evalud si los residuos no seguian una distribucidn
normal, considerando que no fueran normales. Ademas, para las tres pruebas de bondad de ajuste
se tuvo en cuenta un nivel de significancia de & = 0.05. Es importante destacar que este valor de a
implica que se rechazara H, si el valor p es menor al nivel de significancia.

Seguidamente, se implementd una funcién que abarcd la ldgica de simulacién para calcular
la potencia de las tres pruebas de normalidad en cada escenario posible. Por lo cual, se realizaron
un total de diez mil iteraciones para cada escenario, y los resultados se almacenaron en vectores por
separado segun la prueba de bondad de ajuste cuando se rechazd la hipdtesis nula.

4 Estos valores generalmente son usados en los estudios de investigacién como los de (Mohd Razali y Yap,
2011; Thadewald y Biining, 2007). Ademas, el valor asignado a cada n en funcion de r esigualan = r X 9.
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En cada iteracidn, se generaron las observaciones correspondientes a cada tratamiento y se
aplicaron las pruebas de normalidad. Asimismo, se calcularon los valores residuales con la funcidn
mencionada anteriormente y de esta manera se comprobd si alguna de las pruebas rechazaba la
hipétesis nula de normalidad. Si ocurria esto, se registraba el resultado en el vector correspondiente
a esa pruebaconun 1,y en caso contrario, con un 0. Ademads, esta funcidn recopild todos los célculos
en una base de datos para tener posterior control sobre las tablas y gréficos de los resultados.

RESULTADOS

Una vez realizadas las diez mil iteraciones para cada uno de los escenarios propuestos en
esta simulacién, se encontraron aspectos que demostraron la influencia que tiene el nimero de
réplicas y el nimero de tratamientos con distribucidon Exponencial con parametro f = 2 sobre la
potencia de las pruebas de normalidad de los residuos descrita anteriormente.

A continuacion, se procedioé a elaborar la Tabla 2, que resume la potencia simulada en los
distintos escenarios. Dicha tabla muestra las diferentes combinaciones de tratamientos y sus
respectivos niumeros de réplicas, considerando un nivel de significancia @« = 5%. Por otro lado, se
realizo la Figura 2, la cual estd compuesta por una serie de sub-graficos, donde cada uno representa
una cantidad fija de réplicas. Dentro de cada sub-graficos, se incrementa gradualmente la cantidad
de tratamientos con distribucion exponencial. En el eje y de cada sub-graficos se muestra la potencia
de la prueba. En resumen, la Figura 2 muestra de manera visual cdmo cambia la potencia de la
prueba al aumentar el nimero de tratamientos dado diferentes nimeros de réplicas.

Primeramente, se detecté que las tres pruebas analizadas en un escenario de 5 réplicas por
tratamiento presentaron valores de la potencia relativamente bajos, en especial la prueba no
paramétrica de Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov), inclusive cuando los nueve tratamientos provenian
de una distribucién asimétrica positiva como lo fue la distribucidn exponencial. Este aspecto, es
posible ligarlo en saber que en tamafios de muestras pequefios todas las pruebas tienen una
sensibilidad a no encontrar esas diferencias cuando en verdad si las hay (Noughabi, 2018). No
obstante, la prueba paramétrica Shapiro-Wilks fue la que logré llegar a un umbral cercano de 80%
de la potencia de la prueba, exactamente de 0.7962 (ver la Tabla 2).

Por otro lado, hubo similitudes entre las pruebas paramétricas de Jarque-Bera y Shapiro-
Wilks en casos donde se contaba con una o dos distribuciones exponenciales, y las restantes siete
distribuciones eran normales, esto para cada niumero de réplicas empleado. Este patrdn se observd
en los dos primeros puntos (azules y verdes) de las cuatro rejillas (total de réplicas por tratamiento)
que se muestran en la Figura 2, para cada ndmero de réplicas utilizado.



Figura 2

Resultados de la potencia de la prueba por tipo de prueba de bondad de ajuste.

Efecto de Namero de Réplicas y Namero de Tratamientos con Distribucién no
Normal en la Potencia de Pruebas de Normalidad
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Elaborscin prop

Igualmente, un hecho importante de mencionar es como la prueba no paramétrica de
Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) fue, en todos los escenarios posibles, el test que obtuvo las
potencias del supuesto de normalidad de los residuos mas bajas en comparacién de sus homaélogas
paramétricas Shapiro-Wilks y Jarque-Bera. Parte de los resultados obtenidos con K S; se basan, como
menciona (Pedrosa et al., 2014), a su: «tendencia excesivamente conservadora» (p. 250). La prueba
de Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) es mas robusta que la prueba original de Kolmogorov-Smirnov.
Esto significa que tiene mas probabilidades de rechazar la hipétesis nula del supuesto de normalidad,
incluso cuando la distribucidn de los datos es diferente de la normal.

En cuanto a las diferencias que mostrd la prueba de Shapiro-Wilks en comparacién con de
Jarque-Bera y Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) se ven explicitamente cuando se tienen mas de tres
distribuciones asimétricas positivas y seis normales. En este caso, en la Figura 2 (y en la Tabla 2) la
linea verde (Shapiro-Wilks) llega a aventajar a la azul (Jarque-Bera) y a la roja (Kolmogorov-Smirnov
con correccion de Lilliefors) en el aspecto de poseer valores de potencia del cumplimiento del
supuesto de normalidad de residuos mas altos. Asimismo, se ve una diferencia mds pronunciada si
solo se toma en cuenta la linea verde y roja. La prueba de Jarque-Bera se llega a alejar un poco de
los resultados de la prueba de Shapiro-Wilks, pero no tan marcada como la prueba de Lilliefors
(Kolmogorov-Smirnov).

Finalmente, esta simulacion logré evidenciar que al estar en escenarios con niumeros de
réplicas grandes (por ejemplo, con 15 y 20) y que poseen al menos un total de 6 distribuciones
exponenciales por tratamiento, las potencias calculadas fueron muy similares entre ellas. Este
hecho, (Farrell y Rogers-Stewart, 2006) lo trabaja en su estudio de simulacidn y argumenta que, al
incrementar paulatinamente el tamafio de muestra, los resultados de las potencias de diversas
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pruebas de bondad de ajuste llegan a niveles similares. En este caso, como se observa en la Figura 2
en la rejilla de la esquina inferior derecha, en su mayor parte todas las pruebas analizadas a partir
de 6 distribuciones asimétricas por tratamiento llegan a obtener una potencia de la prueba mayor a
0.90. Asimismo, en la Tabla 2 se pueden observar todos los resultados obtenidos de esta simulacion.

CONCLUSIONES

Mediante el analisis de los resultados obtenidos en esta simulacidon se entrelazé con otros
estudios previos que trabajaron el andlisis de la potencia del cumplimento del supuesto de
normalidad desde diversas metodologias y enfoques que dan ruta a seguir mejorando y analizando
estudios como este.

Primero, la prueba de Shapiro-Wilks (paramétrica) con el estadistico W logré obtener
resultados semejantes a los que (Mendes y Pala, 2003; Mohd Razali y Yap, 2011) mostraron en su
estudio de simulacién; independientemente del nimero de réplicas y de la cantidad especifica de
tratamientos con distribucién exponencial, se observd que esta prueba era consistentemente la mas
efectiva en términos de potencia en comparacion con las demas pruebas utilizadas. No obstante, en
trabajos como los de (Nosakhare y Bright, 2017) donde se trabajo con distintos tipos de
distribuciones (simétricas y asimétricas positivas) se sugiere reemplazar la prueba de Shapiro-Wilks
por su homodloga con correccién Shapiro-Francia, tanto para muestras pequefias como grandes.

Como se evidencid en la seccidn anterior, esta simulacidon también siguid el mismo hilo de
resultados que autores como (Farrell y Rogers-Stewart, 2006) argumentan sobre la influencia que
llega a tener el tamafio de la muestra (nimero de réplicas por tratamiento) sobre el célculo de la
potencia, ya que, a mayor tamafio de muestra, mayor potencia, independientemente de la cantidad
de distribuciones exponenciales para este caso.

Igualmente, segin (Mohd Razali y Yap, 2011; Thadewald y Biining, 2007) la prueba no
paramétrica de Kolmogorov-Smirnov con correccidn de Lilliefors es la que tiene menor rendimiento
en comparacién con las otras dos pruebas. Esto se debe a que se le dificulta rechazar que los
residuales de un modelo se distribuyen normal cuando en realidad esto pasa, en parte se debe a su
metodologia mas robusta y conservadora que sus homodlogas paramétricas Shapiro-Wilks y Jarque-
Bera.

En resumen, esta simulacion se convierte en un punto de referencia para analizar otras
distribuciones asimétricas positivas, como la distribucion Gamma, Log-Normal, Pareto, entre otras
(Nosakhare y Bright, 2017). Esto se debe a que, dependiendo de las caracteristicas de cada una de
estas distribuciones, los resultados obtenidos mediante el enfoque propuesto en este trabajo
podrian variar. De esta manera, se podria obtener un panorama mas completo sobre el efecto que
tienen el nimero de réplicas y el nimero de tratamientos con distribuciones no normales en los
resultados de la potencia de pruebas del cumplimiento del supuesto de normalidad de los residuos.
Esto es especialmente relevante en presencia de distintos estadisticos que analizan la hipdtesis
mencionada en la expresion (2). Los investigadores deberian estudiar cdmo otros factores, como los
valores extremos, la heterocedasticidad y la complejidad del modelo (mas tipos de distribuciones),
pueden influir en el cumplimiento del supuesto de normalidad de los residuos.
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Anexo I: Tabla de resultados

Tabla 2

ANEXOS

Comparacion de la potencia de la prueba para las diferentes pruebas de normalidad contra las
combinaciones de distribuciones en los tratamientos.

Numero de réplicas de

Potencia de la prueba

Distribucion de tratamientos cada tratamiento (r) a=0.05
Shapiro-Wilks  Jarque-Bera KS-Lilliefors
8 tratamientos con distribucion 5 0.0787 0.0699 0.0586
N(u,4)y 1 tratamiento Exp(2) 10 0.1230 0.1310 0.0708
15 0.1694 0.1804 0.0989
20 0.2085 0.2248 0.1026
7 tratamientos con distribucion 5 0.1268 0.1202 0.0851
N(u,4) y 2 tratamiento Exp(2) 10 0.2516 0.2529 0.1519
15 0.3582 0.3607 0.2165
20 0.4566 0.4556 0.2774
6 tratamientos con distribucion 5 0.1929 0.1851 0.1203
N(u,4) y 3 tratamiento Exp(2) 10 0.4066 0.3849 0.2696
15 0.5858 0.5544 0.4170
20 0.7289 0.6824 0.5566
5 tratamientos con distribucion 5 0.2676 0.2441 0.1696
N(u,4) y 4 tratamiento Exp(2) 10 0.5941 0.5430 0.4375
15 0.7926 0.7349 0.6429
20 0.9060 0.8443 0.7963
4 tratamientos con distribucién 5 0.3663 0.3221 0.2469
N(u,4) y 5 tratamiento Exp(2) 10 0.7588 0.6818 0.6116
15 0.9275 0.8689 0.8288
20 0.9827 0.9517 0.9402
3 tratamientos con distribucion 5 0.4711 0.4060 0.3318
N(u,4) y 6 tratamiento Exp(2) 10 0.8821 0.8143 0.7628
15 0.9841 0.9509 0.9364
20 0.9986 0.9877 0.9891
2 tratamientos con distribucion 5 0.5810 0.4959 0.4190
N(u,4) y 7 tratamiento Exp(2) 10 0.9583 0.9058 0.8807
15 0.9981 0.9896 0.9832
20 0.9998 0.9983 0.9980
1 tratamientos con distribucién 5 0.6935 0.5936 0.5270
N(u,4)y 8 tratamiento Exp(2) 10 0.9880 0.9652 0.9410
15 1.0000 0.9982 0.9972
20 1.0000 0.9999 0.9998
0 tratamientos con distribucion 5 0.7962 0.6894 0.6236
N(u,4)y 9 tratamiento Exp(2) 10 0.9987 0.9941 0.9816
15 1.0000 0.9999 0.9994
20 1.0000 1.0000 1.0000
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Anexo ll: Cédigo de la simulacion

En la siguiente tabla se proporciona el codigo utilizado para la realizacidén de la simulacidon

propuesta en la plataforma de R en su versidn 4.3.1. Ademas, se adjuntan una serie de comentarios

gue hacen posible seguir el hilo conductor del enfoque de esta simulacidn.

Tabla 3

Cddigo de la simulacion comentado.

potencia de pruebas de normalidad.

Efecto del nimero de réplicas y nimero de tratamientos con distribucion no normal en la

Primera parte

Caddigo

Explicacion

trat.distribucion = function(n, mu, v = 4,
iteracion){

Creamos una funcién la cual utiliza de parametros
un vector de n, un vector de mu, las cuales van a
ser los mu de cada tratamiento para las
distribuciones normales, una variancia fijada en 4
gue es la variancia de todas las distribuciones de
los tratamientos y la iteracién es solo utilizada
para la siguiente funcién de la simulacién, dentro
de esta funcién esa iteracién lo que va a hacer es
calcular la cantidad de n-(r*iteracion) que se
ocupa generar con distribuciones normales vy
r*iteracion la cantidad de valores de Ia
distribucidn exponencial. Se va a estar iterando la
cantidad de distribuciones exponenciales que
tienen que haber es decir que ese parametro
denominado interaccidn va a subir hasta llegar a 9
puesto que hay un total de 9 tratamientos. Esta
funcién nos genera los escenarios y nos va a dar
los residuales para cada escenario para poder
calcular las potencias de la prueba de normalidad
para cada caso.

k =9 # La simulacidn se basa en tener 10
tratamientos siempre

r = n/k # Cantidad de réplicas por
tratamiento, la simulacién es con un disefio

experimental balanceado

if ((n-r*iteracion) == 0){

En caso de que ya vayamos por la ultima iteracion
de las distribuciones, es decir que ya se
removieron todas las distribuciones normales y
ahora se ocupan generar todos los valores de cada
factor con distribucién Exponencial(2) para poder
hacer la potencia con todos los tratamientos
generados con distribucion exponencial.

x1 = factor(rep(1:k/2, each =r))

Se crea el factor de A con 3 niveles con r
repeticiones por nivel.
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x2 = factor(rep(1:k/2, each =r))

Se crea el factor B con 3 niveles con r repeticiones
por nivel.

y =rexp(n = n, rate = rep(1/2,each =r))

}

Se genera la variable respuesta para cada factor
con una distribucidon exponencial de tamaiio n, es
decir el total de observaciones, por cada
tratamiento se hizo dentro de la funcién rexp con
un rate = rep(1/2, each=r) para que a cada factor
se le asigne correctamente la varianza de 4

if ((n-r*iteracion)!=0){

Este caso se cumple siempre cuando no se vaya
por la ultima interaccién de las distribuciones
exponenciales es decir que va a generar una
cantidad de tratamientos k-interacciones de
distribucion normal con los parametros que
gueden del vector de mu.

y_norm = rnorm(n-(r*iteracion),
rep(mu,each=r), sqrt(v))

Se generan n-(r*iteracion) valores de distribucién
normal en la cual se distribuye a cada uno de los
tratamientos dependiendo del mu asignado en el
vector del parametro de la funcién.

x1 = factor(rep(1:k/2, each =r))

x2 = factor(rep(1:k/2, each =r))

Se crea el factor de A con 3 niveles con r
repeticiones por nivel.

Se crea el factor B con 3 niveles con r repeticiones
por nivel.

y = c(y_norm,rexp(n = r*iteracion, rate =
rep(1/2,each =r)))
}

Se genera un vector combinado de la variable
y_norm con valores de una distribucidn
exponencial de rexp tamafio r*iteracion, para que
de esta manera tener el n que sale de pardmetro
en funcién.

mod = aov(y ~ x1+x2+x1:x2)

Se genera un modelo para poder obtener los
residuales del modelo y poder evaluar Ia
normalidad.

return(modSres)

}

Devolvemos los residuales del modelo.

Segunda parte

simulacion.completa = function(n.ast =
¢(5*9,10*9,15*9,20*9), mu_fijo =
c(4,6,2,3,4,3,6,5,4)){

Esta funcion utiliza los parametros, n.ast en donde
va a ser un vector de los valores de n los cuales van
a ser los casos de andlisis de la cantidad de
repeticiones por tratamiento, después tenemos el
mu_fijo el cual es un vector de mu el cual son los
promedios que se utilizaran para generar las
distribuciones normales. Esta funcién calcula la
proporcion de veces que se rechaza la hipotesis
nula para cada prueba de normalidad y cada
escenario y las guarda en una lista para poder
después devolver una base de datos la cual
contenga al final todos los valores necesarios para
saber la potencia de cada prueba para cada valor
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de n y cada combinacién de tratamiento de
distribuciones normales con exponenciales.

aleatorio = sample(mu_fijo, length(mu_fijo))

Generamos un sample el cual siempre se va a
mantener, y este sirve para poder eliminar
aleatoriamente un mu del vector mu_fijo al azar.
Ademas, de poder insertar de esta manera una
cantidad de 5 valores de distribucién exponencial
con parametro lambda = %.

data = list()

Lista en la cual vamos a guardar las potencias de
las pruebas de normalidad, nombres de las
pruebas, tamafio de n e la cantidad de
tratamientos con distribuciones exponenciales de
% ala hora de realizar la simulacidn.

m=1

Este m nos ayudard a ir insertando en la lista.

pruebas = c("Shapiro-Wilks","Jarque-
Bera","KS-Lilliefors")

Nombres de las pruebas para mayor facilidad de
insertar el nombre en la lista donde guardamos las
potencias y la cantidad de n.

for (k in 1:length(n.ast)){

Ciclo for el cual va a permitir correr a través de
todas las n para poder iterar a través de todos los
casos de los valores de la n nombrados
anteriormente en el vector de n.ast, es decir que
se itera a través de todos los casos de las n para
poder ver las potencias para cada caso de n.

mu = mu_fijo

Definimos mu = mu_fijo puesto que se va a estar
actualizando este parametro para de esta manera
ir quitandole al azar el mu de un tratamiento.

for (j in 1:length(mu_fijo)){

Este ciclo for sirve para poder iterar toda la lista de
mu_fijo es decir del vector de mues, este es el
valor que metemos en la iteracion de la funcién
anterior puesto que con esto vamos a saber
cuantas distribuciones exponenciales hay. Cada
vez que avance el j significa que hay una
distribucidon exponencial mas.

almacen.shap = rep(NA,10000)

Almacén en la cual vamos a guardar los valores de
la potencia de la prueba de Shapiro-Wilks.

almacen.jb = rep(NA,10000)

Almacén en la cual vamos a guardar los valores de
la potencia de la prueba de Jarque-Bera.

almacen.ksl = rep(NA,10000)

Almacén en la cual vamos a guardar los valores de
la potencia de la prueba de KS-Lilliefors.

for (i in 1:10000){

Simulacion de 10.000 iteraciones para saber
cuantas veces se rechaza la hipétesis nula.

residuales =
trat.distribucion(n.ast[k],mu=mu,iteracion =

i)

Generamos los residuales utilizando la funcion
hecha anteriormente.

almacen.shapl[i] =
1*(shapiro.test(residuales)Sp.value < 0.05)

Almacenamos en nuestros almacenes nombrados
en este caso almacen.shap anteriormente, cuando
se rechaza la hipodtesis nula, cada vez que se
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rechace se le asigna un 1 y cuando no logra
rechazar un 0.

almacen.jbli] =
1*(jarque.bera.test(residuales)Sp.value <
0.05)

Almacenamos en nuestros almacenes nombrados
anteriormente, cuando se rechaza la hipétesis
nula.

almacen.ksl[i] =
1*(lillie.test(residuales)Sp.value < 0.05)

}

Almacenamos en nuestros almacenes nombrados
anteriormente en este caso almacen.ksl, cuando
se rechaza la hipétesis nula.

data[[m]] =
c(pruebas[1],mean(almacen.shap),n.ast[k],j)

Ahora cuando salimos de la simulacién de 10.000
veces guardamos la potencia de la prueba en la
lista, nombrada al principio de la funcién, dentro
de esta se guarda; el nombre de la prueba en este
caso es Shapiro-Wilks; el promedio del almacén de
Shapiro, es decir cuantas veces pudo rechazar HO
cuando H1 es cierta; el n es decir la cantidad de
réplicas totales, en la cual se hizo el analisis de la
potencia; y el j que es la cantidad de tratamientos
gue hay con distribucidon exponencial en la cual se
utilizé para calcular la potencia de la prueba.

m=m+1 Le sumamos un 1 al indice de m para poder
insertar el siguiente valor en la lista.
data[[m]] = Guardamos la potencia de la prueba en la lista,

c(pruebas[2],mean(almacen.jb),n.ast[k],j)

nombrada al principio de la funcién, dentro de
esta se guarda; el nombre de la prueba en este
caso es Jarque-Bera; el promedio del almacén de
JB, es decir cuantas veces pudo rechazar HO
cuando H1 es cierta; el n es decir la cantidad de
réplicas totales, en la cual se hizo el analisis de la
potencia; y el j que es la cantidad de tratamientos
gue hay con distribucion exponencial en la cual se
utilizd para calcular la potencia de la prueba.

m=m+1 Le sumamos un 1 al indice de m para poder
insertar el siguiente valor en la lista.
data[[m]] = Guardamos la potencia de la prueba en la lista,

c(pruebas[3],mean(almacen.ksl),n.ast[k],j)

nombrada al principio de la funcién, dentro de
esta se guarda; el nombre de la prueba en este
caso es K-S Lilliefors; el promedio del almacén de
ksl, es decir cuantas veces pudo rechazar HO
cuando H1 es cierta; el n es decir la cantidad de
réplicas totales, en la cual se hizo el andlisis de la
potencia; y el j que es la cantidad de tratamientos
que hay con distribucion exponencial en la cual se
utilizd para calcular la potencia de la prueba.

m=m+1

Le sumamos un 1 al indice de m para poder
insertar el siguiente valor en la lista.
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mu = mul[-aleatoriol[j]]
}
}

Aqui es donde usamos la informacion que nos dio
el sample definido al principio de la funcién para
qgue de esta manera se remueva al azar un valor
del vector de mues de distribucion normal e
insertar en lugar de ese tratamiento con
distribucidn normal una distribucién exponencial,
ya que el j va a avanzar, hasta llegar a tener todos
los tratamientos generados con distribuciones
exponenciales. Y cuando esto sucede se prosigue
al primer for loop hecho es decir se repite todo,
pero con otro tamario de n.

Tercera parte

data = as.data.frame(do.call("rbind",data))

Reestructuramos la lista llamada data, es decir
toda la informacion conseguida de todos los
escenarios posibles con las tres pruebas, en un
dataframe para tener mejor visualizacion de los
datos.

colnames(data) = c("Normalidad",
"Potencia", "N", "Distribuciones")

Definimos los nombres de las columnas del
dataframe de data.

return(data)

}

Por ultimo, devolvemos el data frame creado
llamado data para poder tener visualizacién de los
resultados y poder hacer analisis grafico.

data = simulacion.completa()

# Visualizar la base:
data

Obtenemos los resultados y los visualizamos.

Nota. Este cddigo consta de tres partes generales. La primera de ellas corresponde al calculo de los
valores residuales con las pautas mencionadas en la METODOLOGIA, la segunda seccién esta
asociada al calculo de la potencia de la prueba para cada una de las tres pruebas de bondad de ajuste
que se utilizaron y la Ultima parte corresponde a la reestructuracidn de los datos para la generacién
de una base de datos que ayude a mostrar los datos de forma dptima para el andlisis y la visualizacién
de los resultados, como las tablas o los graficos presentes en este documento.
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